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Resumen

En este trabajo se proporciona un marco tedrico que presenta de manera
consistente el proceso de toma de decisiones de un consumidor-inversionista
en un ambiente de riesgo e incertidumbre con volatilidad constante. Los
procesos de Wiener y Poisson desempefian un papel esencial en el modelado
del riesgo de mercado y la incertidumbre en la politica econémica. En este
contexto, se examinan de manera sistematica diferentes modelos, de
equilibrio parcial, que caracterizan el consumo y las proporciones de la
rigueza que un consumidor racional asigna a los diferentes activos,
disponibles en los mercados financieros (doméstico y extranjero).

Palabras clave: riesgo de mercado, politica fiscal, modelacién estocastica y
decisiones intertemporales del consumidor.

Abstract

This paper is aimed to provide a consistent theoretical framework for the
decision making process of a consumer-investor in an environment of risk
and uncertainty with constant volatility. In this research, the Wiener and
Poisson processes play an essential role in modeling market risk and
uncertainty in economic policy. In this context different models of partial
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equilibrium that characterize consumption and proportions of wealth that a
rational consumer allocates to the distinct assets available in the financial
markets (domestic and foreign) are systematically examined.

Keywords: Market risk, fiscal policy, stochastic modeling and consumer's
inter-temporal decisions.
JEL Classification: H31, F31, and D91.

Introduccion

En la literatura sobre racionalidad econdmica, desde hace varias décadas, dos
preguntas se han planteado con gran insistencia ;qué hacen y por qué hacen
lo que hacen los agentes econémicos cuando en su entorno aparecen
situaciones de riesgo e incertidumbre? Al respecto, ya desde la década de los
sesentas, varias respuestas de diferente naturaleza han sido proporcionadas,
entre ellas se encuentran, por ejemplo: Merton (1969 y 1971); Fischer
(1975); Dothan (1978); Cox, Ingersoll y Ross (1985); Turnovsky (1993);
Grinols y Turnovsky (1994); Venegas Martinez (2001, 2005, 2006a, 2006b,
2006c, 2008 y 2009), y muchos mas. Sin embargo, aun hace falta un marco
tedrico consistente que conjunte, ordene y extienda en forma sistematica, en
cuanto a complejidad y realismo, los diversos modelos sobre decisiones bajo
riesgo e incertidumbre y que, al mismo tiempo, ofrezca congruencia entre
sus hipotesis y los resultados.

El presente trabajo posee las siguientes caracteristicas distintivas. Por un
lado, proporciona un marco tedrico que permite examinar de manera
consistente el proceso de toma de decisiones de consumidores-inversionistas
(competitivos y adversos al riesgo) en condiciones de riesgo e incertidumbre
cuando la volatilidad en los mercados se mantiene constante. Por otro,
explica cémo los agentes econdmicos toman, en el presente, decisiones de
mediano y largo plazo sobre consumo y portafolio, aun cuando existe
incertidumbre en el rumbo de la politica fiscal. Finalmente, modela los saltos
extremos e inesperados, que ocasionalmente ocurren, en los precios de los
bienes y los activos.

Ademas de ofrecer un estudio sistematico sobre diversos modelos
disponibles en la literatura, ampliando sus alcances, la presente investigacion
desarrolla, de la manera mas general posible, un modelo que arroja varias
conclusiones relevantes sobre la toma de decisiones en ambientes de riesgo e
incertidumbre, cuando la volatilidad es constante, que son independientes de
si la economia estd abierta 0 no: 1) El consumo de los agentes siempre es
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proporcional al nivel de la riqueza®. 2) Las proporciones de la riqueza que se
asignan a los diferentes activos son cantidades estacionarias’. 3) La
imposicion futura de un impuesto incierto sobre la riqueza y los saltos en el
nivel general de precios no afectan las decisiones sobre la tenencia de saldos
monetarios reales; mientras que las decisiones sobre otros activos si pueden
cambiar.

Es importante destacar otra direccion que la investigacion sobre decisiones
en ambientes de riesgo con volatilidad constante ha tomado, la cual surge
con el trabajo seminal de Black y Scholes (1973) y Merton (1973), quienes
aportaron uno de los mas grandes avances en la teoria de valuaciéon de
opciones, lo cual ha tenido gran influencia en las estrategias que los
individuos llevan a cabo para cubrirse contra el riesgo de mercado. Desde
entonces, este trabajo ha sido un punto de referencia para el desarrollo de la
ingeniera financiera. Por Gltimo, con respecto a otros desarrollos sobre
modelos con riesgo e incertidumbre, es importante mencionar los trabajos
de: Capinski y Zastawniak (2005) y Kim (2003) sobre valuaciéon de
derivados y modelos de tasas; Hull (2000) y Nielsen (1999) sobre derivados
y cobertura de riesgo de mercado; Ibarra-Valdez (2007) y Shah (1997) sobre
el modelo de Black y Scholes, y Markowitz (1952) sobre problemas de
decision de portafolios.

En todas las investigaciones mencionadas anteriormente, el concepto de
proceso estocastico ha sido fundamental para su desarrollo. Los procesos
estocasticos son Utiles para el modelado del comportamiento aleatorio de
variables econdmicas y financieras en el tiempo, como pueden ser: las tasas
impositivas, los precios de los activos, las tasas de interés, los tipos de

3 Cuando el nivel de volatilidad se mantiene constante, el resultado es similar al
encontrado por Modigliani (1971) en el siguiente sentido: un agente adverso al riesgo (con
utilidad logaritmica) para hacerle frente a la incertidumbre futura debera seguir la
estrategia de mantener su consumo proporcional a su riqueza. No obstante, es importante
mencionar algunas diferencias significativas con respecto de Modigliani (1971). En esta
investigacion, la riqueza es una variable aleatoria y, en consecuencia, el consumo también
es una variable aleatoria. Es decir, no se pueden determinar los niveles de riqueza y
consumo en un instante dado, s6lo se pueden determinar las probabilidades de que la
riqueza y el consumo estén en ciertos rangos. En consecuencia, este trabajo trata con una
constante de proporcionalidad entre cantidades aleatorias (consumo y riqueza). Dicha
constante se determina a través de un pardmetro subjetivo de preferencia entre consumo
presente y futuro y el grado relativo de aversion al riesgo del agente, especificamente: la
tasa subjetiva de descuento (intertemporal) y la importancia relativa que establece un
agente, adverso al riesgo, entre consumir y mantener saldos reales por sus servicios de
liquidez.

* El resultado 2) puede dejar de ser vélido bajo el supuesto de volatilidad estocéstica, es
decir, el consumo no siempre es proporcional al nivel de la riqueza tal y como lo sugieren
Lettau and Ludvigson (2004).
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cambio, etc. EI movimiento Browniano y el proceso de Poisson, asi como
sus aspectos tedricos y practicos, han sido objeto de numerosos estudios en
muchas y muy diversas areas de la economia. Sin lugar a dudas, estos
procesos se encuentran implicita o explicitamente en casi toda la economia
financiera en tiempo continuo en ambientes estocasticos. Para ser mas
precisos, los movimientos pequefios que se presentan todos los dias en los
precios de los activos, son modelados con el movimiento Browniano, y los
saltos bruscos e inesperados que ocasionalmente ocurren en dichos precios
son modelados a través del proceso de Poisson. Asimismo, la incertidumbre
en la politica fiscal que seria instrumentada en el futuro, puede ser modelada
a través de una combinacién de dichos procesos. En este sentido, el caso
mexicano es un buen ejemplo. Cada afio, desde que se presenta la iniciativa
de Ley de Ingresos del gobierno federal hasta que el Congreso la revisa vy,
usualmente, la modifica para aprobarla, los agentes econémicos tienen que
tomar, en el presente, decisiones de mediano y largo plazo, sobre consumo y
portafolio, alin cuando exista incertidumbre en el rumbo de la politica fiscal.

En esta investigacion es relevante conducir el andlisis de los casos de una
economia cerrada y una abierta por separado, ya que en el primer caso, el
indice nacional de precios al consumidor (INPC) sigue una ecuacion
diferencial estocastica exdgena; mientras que en el segundo caso, el nivel
general de precios de la economia satisface la condicién de poder de paridad
compra, de tal forma que el INPC estd en funcion de dos cantidades
exogenas; una, el nivel general de precios en el extranjero y dos, el tipo de
cambio nominal, en cuyo caso se requiere de un sistema de dos ecuaciones
diferenciales estocésticas que relacionen al INPC con ambas. De esta forma,
la dindmica estocéastica del INPC en una economia cerrada es exdgena,
mientras que en una economia abierta el proceso estocastico del INPC se
determina enddgenamente tomando al nivel general de precios del extranjero
y al tipo de cambio nominal como cantidades exdgenas. Es importante
destacar que en el caso de una economia abierta, no sélo el analisis es mas
complejo, sino también los resultados son diferentes en cuanto a las
proporciones de la riqueza que los individuos asignan a la tenencia de
acciones.

Es importante resaltar algunos aspectos sobre los planteamientos de Taylor
(1980) y Calvo (1983) sobre precios “sticky”, en el modelado del
comportamiento del nivel general de precios, en la presente investigacion.
“Los precios de extraccion del petrleo no cambian cada vez que el precio
del petréleo cambia”. En Taylor (1980), las empresas cambian sus precios
cada n-ésimo periodo (la decisién de cambiar precios esta relacionada con
los costos de men(). Mientras que en Calvo (1983), las empresas cambian
sus precios en forma aleatoria (existe una cierta probabilidad asociada a la
decision de cambiar precios). Los modelos desarrollados en esta
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investigacién tratan de conjuntar estas dos visiones en el precio del bien
genérico de consumo (INPC), a través del proceso de saltos de Poisson. No
obstante, en México, cada quincena se observan pequefias fluctuaciones en el
INPC en los reportes que publica el INEGI; estas pequefias fluctuaciones
pueden ser conducidas por el movimiento Browniano, eligiendo un
parametro de volatilidad muy (muy) pequefio. Por supuesto, los precios de
los activos si cambian con el entorno econémico y el ambiente de negocios
y, en consecuencia, la combinacién del movimiento Browniano (con un
pardmetro de volatilidad de tamafio adecuado) con saltos de Poisson es
natural, y no requiere argumentos adicionales que justifiquen su uso.

Este trabajo se ha organizado de la siguiente manera. En la primera seccién,
con base en los trabajos de Merton (1969 y 1971), Fischer (1975), Dothan
(1978), Cox, Ingersoll y Ross (1985), Turnovsky (1993) y Grinols y
Turnovsky (1994), se desarrolla un modelo general de toma de decisiones
con precios conducidos por procesos Markovianos de difusion,
especificamente por movimientos geométricos Brownianos. En la seccion 2,
con base en las investigaciones de Ahn y Thompson (1988) y Venegas
Martinez (2001 y 2005), se presenta un modelo general sobre decisiones con
precios conducidos por procesos de difusion con saltos de Poisson. En el
transcurso de la seccion 3, con base en los trabajos de Penati y Pennacchi
(1989) y Venegas Martinez (2006a, 2006b y 2008), se propone un modelo
general para el caso de precios guiados por procesos de difusién con saltos,
cuando el nivel general de precios en el extranjero es estocastico. Por Gltimo,
se presentan las conclusiones, asi como las limitaciones y sugerencias para
futuras investigaciones. Cuatro apéndices contienen detalles sobre las
condiciones de primer orden de problemas de decisién de consumidores-
inversionistas racionales con diferentes restricciones presupuestales.

1. Modelos con difusiones

Considere una economia poblada por consumidores idénticos con vida
infinita, los cuales maximizan su satisfaccion por un bien de consumo y por
la tenencia de saldos monetarios reales. De esta manera, la funcién de
utilidad tiene dos argumentos: un bien de consumo de carécter perecedero y
dinero en términos de los bienes que el consumidor puede comprar. En este
contexto, los saldos reales producen satisfaccién en los consumidores
solamente por sus servicios de liquidez.

Sin duda, el supuesto de agente representativo es muy restrictivo, ya que
elimina cualquier interaccion (social y cultural) entre individuos. EI modelo
propuesto se puede generalizar, de tal manera que contemple Ia
incorporacion de individuos heterogéneos, si se utiliza una funcién de
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distribucion sobre alguna caracteristica, que permita distinguirlos entre si (0
por lo menos plantear un modelo con dos agentes con gustos y/o dotaciones
distintas); en cuyo caso, los resultados serian diferentes a los encontrados
aqui y la investigacién tendria como destino otro tipo de situacién con
efectos diferentes; esto simplemente porque los supuestos serian distintos.
Asimismo, es importante destacar que en lugar de llevar a cabo un analisis
sobre una economia poblada con individuos idénticos, se puede considerar,
en toda la investigacion, de manera menos restrictiva un andlisis sobre un
individuo racional que toma decisiones bajo los supuestos y circunstancias
establecidas.

1.1 Dindmica del nivel general de precios

Se supone que los individuos que viven en esta economia perciben que el
precio del bien de consumo, P, es conducido por el siguiente proceso
estocastico de difusion:

dR, = zRdt + o, RdW, , 1)

donde, el pardmetro de tendencia, =, representa la tasa de inflacion
promedio esperada y el parametro de volatilidad, o, , denota la variacion

esperada de la tasa de inflacién. El proceso WP't es un proceso de Wiener
estandarizado, es decir, W, , presenta incrementos normales  independientes
con E[dWP,t] =0V Var[dWP't] =dt. La ecuacion (1) generaliza el supuesto
de prevision perfecta (expectativas racionales) en el nivel general de precios
con distribucion log-normal.

1.2 Activos del consumidor

El gobierno emite dinero y es también el Gnico vendedor de bonos cup6n
cero (los individuos no emiten bonos). Se supone ademas que existe una
empresa representativa con funcion de produccion® y = Ak, que ofrece

titulos de capital de acuerdo con el criterio® (determinista) de maximizacion
de su beneficio neto TT, = Ak, —rk, donde r es la tasa de interés que pagan

los bonos del gobierno (costo de oportunidad de invertir en capital). Una

® Otros trabajos en donde se utiliza este tipo de tecnologias son: Harrod (1939), Rebelo
(1991) y Rivas-Aceves y Venegas-Martinez (2010); este tltimo se desarrolla en un marco
estocastico.

% El presente trabajo de investigacion se concentra sélo en las decisiones de consumo y
portafolio de un agente racional en ambientes de riesgo e incertidumbre. Un modelo
estocastico de equilibrio general se puede ver en Venegas-Martinez (2009a).
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condicién necesaria de 6ptimo del problema anterior es r = A, es decir, en
todo lo que sigue de manera indistinta se puede escribir r o A. De esta
manera, el consumidor representativo tiene acceso a tres diferentes activos:
dinero nominal, M; titulos nominales de deuda publica, By; y acciones en

terminos reales, k.. En consecuencia, la riqueza real, a,, del individuo esta
dada por:

a, =m,+b +k, )

donde, m =M,/P son los saldos monetarios reales y h =B, /P es la

tenencia de bonos emitidos por el sector publico en términos reales, con @,
dada de manera exdgena.

1.3 Problema de decisién del consumidor

El consumidor obtiene satisfaccion por un bien genérico de consumo y por la
tenencia de saldos reales por sus servicios de liquidez. Se supone que la
funcion de utilidad esperada es del tipo von Neumann-Morgenstern.
Especificamente, la funcion de utilidad total descontada al tiempo t =0, V,,

de un individuo competitivo (tomador de precios) tiene la siguiente forma
separable:

V, =E, J.[u(ct)+v(mt)]e“”dt | Rt 3)
0

donde u(c,) es el indice de satisfaccion por el consumo; v(m,) es la utilidad

por mantener saldos reales; ¢ es la tasa subjetiva de descuento, también
llamada tasa subjetiva intertemporal; E, es la esperanza condicional al

conjunto de informacion disponible en el tiempo t=0, y F, es la
informacion (sobre precios) relevante al tiempo t = 0. En particular, se
seleccionan u(c,) =@log(c,) ¥ v(m)=(1-6)log(m,), 0<o <1, lo cual

conduce a un consumidor adverso al riesgo (ya que la funcién de utilidad es
céncava). Este supuesto permitird generar soluciones analiticas que faciliten
el estudio de las mismas.
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1.4 Evolucioén de la restriccion presupuestal

La restriccion presupuestal del consumidor evoluciona de acuerdo con la
siguiente ecuacion diferencial estocastica:

dat =8 |:Nm,thm,t + Nb,thb,t + Nk,thk,t]_Ct (1+ Tc)dt _th’ (4)

donde,

N, — J _ proporcion del portafolio en el activo j , j=m,b,k,
a
dR,, = tasa de rendimiento real después de impuestos sobre el activo | ,

j=m,b,k,
dz, = impuesto sobre la riqueza, y

7. = impuesto ad valorem sobre el consumo.

La ecuacion (4) expresa que el cambio marginal en la riqueza real del
individuo se puede incrementar o reducir por los rendimientos que pagan los
diferentes activos, y siempre se reduce por el consumo y el pago de
impuestos. En otras palabras, el individuo cuenta con una cantidad inicial

(exdgena) de riqueza real, @,, la cual invierte en los diferentes activos; una

vez que recibe el rendimiento, el agente decide cuanto consumir y su saldo
(principal e intereses menos consumo) lo reinvierte, asi sucesiva y
continuamente.

1.5 Rendimiento de los activos

A continuacién se determina el rendimiento de los activos disponibles en la
economia. Se supone que las tasas nominales de rendimiento que pagan el
dinero y los bonos son cero e I, respectivamente, es decir, dM, =0dt Y

dB, :i(l—ry)dt, donde 7, €s un impuesto aplicado a la tasa de interés

nominal de un bono gubernamental. El rendimiento estocastico por la
tenencia de saldos reales al tiempo, t,dR, ., es simplemente el cambio

porcentual en el precio del dinero en términos de bienes. La aplicacion del

lema de 1t0 al cambio porcentual del inverso del nivel de precios, tomando
(1) como el proceso subyacente, conduce a (apéndice A):
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1) d(M/R)
:Pd — :—1 ! = dt— dW ’
(Pj (M[/Pt) r-m GP Pt (5)

t

donde, r, = -7+ O'.i- El rendimiento estocéstico por la tenencia de bonos se
obtiene en forma similar como:

dR,, =1, dt—o, dW,,, ®)

donde, r, :i(l_fy)_,Hag y 7, es un impuesto a la tasa de interés

nominal de un bono gubernamental libre de riesgo de incumplimiento. Es
importante observar que los rendimientos del dinero y de los bonos se ven
afectados por la volatilidad en el nivel general de precios. La tasa de
rendimiento de las acciones después de impuestos sera denotada mediante:

dR,, =1, dt— o, dW, ,, )

donde, el proceso dW,, tiene caracteristicas similares al proceso definido en
(1). Ademas del impuesto 7, aplicado a la tasa de interés nominal de

instrumentos de deuda publica y del impuesto ad valorem 7, que se paga

por el consumo, el consumidor paga un impuesto sobre la riqueza de la
forma:

dr, =ar dt+ao, dW,,, (8)

donde 7 es la tasa impositiva media esperada sobre la riqueza real. Al igual
que antes, dW_, comparte las mismas caracteristicas que el proceso de

Wiener definido en (1).
1.6 Decisiones éptimas de los consumidores

El objetivo del consumidor es elegir, en cada momento, el portafolio de
activos y la cantidad de consumo que maximicen (3) sujeto a (4). Observe
que después de sustituir las expresiones (5)-(8) en la ecuacion estocastica de
acumulacion de la riqueza, dada en la expresion (4), ésta se transforma en:
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c (1+
d—a‘:{Nmtrm FN,, L+ thrk—‘(—a)—?} dt
' ' ' a

a 9)

+Ny 0 AW, —(N,, +N,, ) o, AW, o, dW, .

Las soluciones del problema de maximizacién de utilidad total descontada,
dada en (3), sujeto a (9) y a la restriccion de normalizacion,

Nm,t + Nb,t + Nk,t =1 (10)

estan dadas por (apéndice B):

L__80
)™ (11)
o(l-6
0= ( )+rm_(Nm,t+Nb,t)G§+Nk,t0Pk_O-Pr_5¢; (12)
m,t
0:rb_(Nm,t+Nb,t)O-§+Nk,tO-Pk_O-Pr_5¢; (13)
0=rk_Nk,to-l<2+(Nm,t+Nb,t)O-Pk+o-kr_5¢! (14)

donde, ¢ es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion (10). La

condicién (11) expresa que el consumo es proporcional al nivel de la
riqueza. Las condiciones (12)-(14) forman un sistema de ecuaciones en las
proporciones de la riqueza que se asignan a los diferentes activos. Asi pues,
después de restar (12) de (13), se encuentra que la proporcién 6ptima de la
riqueza que se asigna a la tenencia de saldos reales,

G _8(-0)

m —m’ (15)

es independiente del tiempo, es decir, dicha proporcién permanece constante.

Asimismo, después de restar (13) de (14), se tiene que,

N, =2, (16)
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donde,

A=r —1, + 0>+ 0o + Op, + 0, y B= 0%+ 20, + 0 >0.

Como puede observarse, la proporcién, N, , de la riqueza destinada a la

tenencia de titulos de capital también es independiente del tiempo.
Asimismo, note que en ninguln caso se han impuesto restricciones para que
las proporciones de la riqueza asignadas a la tenencia de activos sean
estrictamente positivas y menores que la unidad. Por lo tanto, las ventas en
corto de activos son permitidas. Por Gltimo, el portafolio 6ptimo queda

completamente determinado con N, , el cual se obtiene a partir de (10)
como:

-N,. (17)

Evidentemente, es necesario suponer que el agente puede comprar cualquier
fraccion de activos y no existen comisiones por la compra de activos.

1.7 Volatilidad estocastica

En el modelo propuesto, la proporcién 6ptima de la riqueza que se asigna a
la tenencia de saldos reales (y también las proporciones de los otros activos)
se mantiene(n) constante(s) a fin de que el agente pueda sortear la
aleatoriedad de los precios siempre y cuando la volatilidad sea constante, tal
y como se obtiene en las ecuaciones (15), (16) y (17). Esto no explica del
todo el hecho de que los consumidores, en la realidad, llevan a cabo una
administracion activa en el rebalanceo de los portafolios, cuando la
volatilidad es cambiante. Asimismo, existe evidencia empirica de que la
volatilidad del nivel general de precios varia en el transcurso del tiempo, tal
y como predicen los modelos de ARCH y GARCH (por ejemplo: Engle,
1982 y Bollerslev, 1986). A fin de que las proporciones dptimas puedan
cambiar con el tiempo, se requiere que la dindmica estocastica del nivel
general de precios contemple que la volatilidad sea estocastica. Este
aproximacion esta relacionada con el proceso GARCH(1,1)-M (Venegas-
Martinez, 2010). Suponga para ello que el nivel general de precios satisface:

dR, = 7Pdt + o, (YPAW, (18)
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donde, a su vez, o,(t) sigue una ecuacion diferencial estocastica de la
forma:

doi(t) = alb— o (t)]dt + o, (AW, (19)

En este caso, se dice que la volatilidad es estocastica con reversion a la
media b y velocidad de ajuste a. El pardmetro » en la ecuacion (19) es

Ilamado la volatilidad de la volatilidad. Evidentemente, la incorporacion de
volatilidad estocastica conlleva a complicaciones técnicas mayores en el
manejo del modelo y a resultados diferentes; esto simplemente porque los
supuestos serian distintos. Se puede mostrar que al cambiar al marco de
volatilidad estocéstica, el consumo no siempre es proporcional al nivel de la
riqueza, tal y como lo sugieren Lettau y Ludvigson (2004).

En la siguiente seccién, se extienden los resultados encontrados y se
modelan los saltos extremos e inesperados en los precios del bien genérico y
de los activos que ocasionalmente ocurren, y los cambios repentinos en el
rumbo de la politica fiscal.

2. Difusiones con saltos

Como antes, se supone que la economia estd poblada por consumidores
idénticos con vida infinita, los cuales consumen un solo bien de caracter
perecedero y mantienen saldos monetarios reales.

2.1 Dinamica del nivel general de precios

A continuacién se utilizara el movimiento Browniano, para modelar las
pequefias fluctuaciones que se observan todos los dias en el nivel general de
precios, y el proceso de Poisson, para modelar los saltos que ocasionalmente
ocurren. De esta manera, se supone que los individuos perciben que el precio

del bien, P, , es conducido por un proceso estocéstico de difusion con saltos:
dP, = zP dt+ o, PdW,  +v,PdQ,,, (20)

donde 7 y o, se definen como en (1) y 1+v, es el tamafio promedio

esperado de posibles saltos en el nivel general de precios. También como en

(1), el proceso W, , es un proceso de Wiener estandarizado. Se supone que
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los saltos en el nivel general de precios siguen un proceso de Poisson, Q. ,,

con parametro de intensidad A, , de tal manera que,

Pr{un salto unitario durante dt} = Pr{dQ,, = 1}= Apdt, (21)
mientras que,’

Pr{ningun salto durante dt} = Pr{dQ,, =0} =1-1,dt+o(dt). (22)
En este caso,

E[dQ;, |=Var[dQ,, |= .t (23)

De esta manera, la probabilidad de que se presente un salto de longitud 1
durante el instante dt es proporcional a dicho instante. El parametro de

intensidad, A, mide el nimero promedio de saltos por unidad de tiempo (o
/1;1 mide el tiempo promedio entre saltos). EI nimero inicial de saltos se

supone igual a cero, es decir, Q,,=0. En todo lo que sigue, por
simplicidad, se supondré que W,, Y Q,, Noestan correlacionados entre si.

2.2 Activos de los consumidores

Como en el caso anterior, el consumidor representativo tiene acceso a tres
distintos activos en la economia: dinero, M ; titulos de deuda ptblica, B,;
y titulos de capital, K, . En consecuencia, la riqueza real, a,, del individuo
esta dada por (2).

Se supone que la funcién de utilidad esperada en el tiempo 1, V,, de un
individuo competitivo y adverso al riesgo, tiene la siguiente forma separable:

©

V, =E, {I[elog(cs)+(1—6)Iog(m5)]e“’5 ds |Ft}, (24)

donde, F, es la informacién disponible en el tiempo {.

7 Como siempre o(h) significa que o(h) / h tiende a 0 cuando h tiende a 0.
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2.3 Restriccion presupuestal

La evolucién de la acumulacion de la riqueza real sigue la ecuacion
diferencial estocastica:

da, c d
Doz S (thr)dt -2, (25)
at at at
donde, z=N_ drR, +N, dR,, +N, dR,» ¥ N;, drR, dr, ¥ 7, Se

definen como en (4).
2.4 Rendimiento de los activos

Enseguida se determina el rendimiento (cambio porcentual) de los activos.
Se supone que las tasas nominales de rendimiento que pagan el dinero y los
bonos son cero e i, respectivamente. El rendimiento estocastico por la
tenencia de saldos reales al tiempo ¢, dr,, Se obtiene mediante la

aplicacion del lema de 1t6 al cambio porcentual del inverso del nivel de
precios, tomando (20) como el proceso subyacente, lo cual conduce a
(apéndice C):

1 1
dRm,t = R d[?j = rm dt —0p dWP.t +[m-l} dQP,t’ (26)

t P
_ 2
donde, r, =—7+o05;.

El rendimiento estocastico por la tenencia de bonos se obtiene en forma
similar como:

1
de,t = rb dt —Op dWP,t +(r—1]dQ Pt (27)

Ve

donde, r, =i (1—ry)—7z+ ag y, como antes 7, es un impuesto al interés

nominal de un bono libre de riesgo de incumplimiento. Es importante
observar que los rendimientos del dinero y de los bonos se ven afectados por
la volatilidad y posibles saltos en el nivel general de precios.

La tasa de rendimiento de las acciones después de impuestos serd denotada
mediante:
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dR,, = dt—o, dW,, +v,dQ,, (28)

donde, los procesos gw, , ¥ dQ,, . tienen caracteristicas similares al proceso
definido en (20).

Ademas del impuesto 7, Que se paga por el consumo, el consumidor paga
un impuesto sobre la riqueza de la forma:

dr,=ardt+aoc, dW  +ayv,dQ,,, (29)

donde, 7 es la tasa impositiva media esperada sobre la riqueza real. Al igual
que antes, dw_, Y dQ,, comparten las mismas caracteristicas que el proceso

de Wiener y de Poisson definidos en (20).

2.5 Decisiones optimas de los consumidores

El objetivo del consumidor es elegir el portafolio de activos y la cantidad de
consumo que maximicen (24) sujeto a (25). Observe que después de sustituir

las expresiones (26)-(28) en la ecuacién estocastica de acumulacién de la
riqueza (25), ésta se transforma en:

d_at:|: Nm,t f+ Nb,trb + Nk,t'L _C[(l—H-C) _7'_-:|dt
& &

+|:Nk,to-k d\Nk,t _(Nm,t + Nb,t)O-P dWP,t —0; dWr,tJ (30)

1
+|:( Ny, + Nb,t)[m _1]dQP,t +N 1 dQ —V, de} .

P

La solucién del problema de maximizacion de utilidad total descontada
sujeto a (30) y a la restriccion de normalizacion,

Nrn,t + Nb,t + Nk,t =1, (31)

estan dadas por (apéndice D):

c o0
' (1+7,)

a; (32)
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,_90-0)

o _<N mit N b,t)(r; +Ny  Op =05,
(33)

Ap Vp .
C1+(1-N, N, v, o8

0:_I’ —(N +N )0'2+N Op, —Op. — Ao Ve _—5¢'
’ me e TR TR 1+(1—Nm—Nb’t)Vp ' (34)
0=_r -N 02+(N +N )0 +o,, + Ao Ve ——6¢ (35)
k k,t ~k m,t b,t Pk kz 1+(1—Nmyt—tht)VP ’

donde, ¢ es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion de
normalizacion (31). Después de restar (33) de (34), se encuentra que la
proporcion éptima de la riqueza asignada a la tenencia de saldos reales,
satisface:

~  6(1-0)
No=tar ) (36)
Este resultado coincide plenamente con (15) aun cuando el rendimiento de
los saldos reales tenga una componente de salto; es decir, el individuo es
indiferente a que se presenten o no saltos en el nivel general de precios, en su
decision sobre la tenencia de saldos monetarios. Asimismo, después de restar
(34) de (35), se tiene que:

Ap Vo A Vi

N A N, TNy, S
donde,

B= o)+ 20, + 0] >0; (38)
A=r, -1, +0.+ 0o+ Op. + 0. (39)

Claramente, la ecuacién (37) es cubica y, por lo tanto, tiene al menos una
solucion real (ya que las raices complejas se presentan en pares conjugados),
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la cual denotaremos por Nk. En particular, si suponemos que v, =v, =0, s¢
tiene como Unica solucion:
e A
N =—. (40)
vp=1=0 B

Si los parametros v, y v, son de la misma magnitud y distintos de cero,

entonces (37) se transforma en una ecuacién cuadratica cuyas soluciones
estan dadas por:

q Avp B y[(Avp +B) +4BV2 (4 + 4,)

(41)
K lvp=vy 2Bv,

Note que el discriminante es positivo y, en consecuencia, ambas raices son
reales. Observe también que, en ningln caso, se han impuesto restricciones
para que las proporciones de la riqueza asignadas a la tenencia de activos
sean estrictamente positivas y menores que la unidad. Por lo tanto, las ventas
en corto de activos son permitidas en todo momento. Finalmente, el
portafolio éptimo queda completamente determinado con N, , el cual se
obtiene a partir de (31) como:

G 90=09)

N, =1-—= (42)

K

2.6 Inclusion de bonos extranjeros en el portafolio

El siguiente ejercicio extiende el modelo desarrollado a una economia
abierta con la inclusién de bonos extranjeros reales. Suponga que el
consumidor tiene acceso a cuatro activos diferentes: dinero (nominal)
doméstico, M, ; bonos gubernamentales (nominales) domésticos, B,;
acciones domésticas, K, ; y bonos reales extranjeros (en términos de bienes),
bt*. De esta manera, la riqueza real del consumidor, a;, en términos del

consumo como bien numerario, esta dada por:

a, =m.+b +k +b, (43)
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donde, m =M,/PR son los balances monetarios reales y b =B, /P,

representa bonos domésticos en términos reales, y bt* define la tendencia de
bonos extranjeros reales. La ecuacion de evolucidn de la riqueza real:

da, =[N, dR,  + N, dR,, + N, AR, + N dR . ]-c (1+7,)dt-dz, (44)

donde,

N;, = é = participacion del activo j, j=m, b, k, b*; en el portafolio;

dR;, = rendimiento del activo j, j=m,b,k,b", después de impuestos.

En este caso, una aplicacion del lema [to de conduce a:

d(M,/R)
dR =——1 Y —r dt—g,dW -11d ,
™ (M, /R) @700 P"+[1+vp j Qe “9)
donde, r, =—7 +op.
Similarmente,
d(B/R) 1
dR . =—1 Y —rdt—o,dW,. + -1|d ,
Rb,t (BI/PI) b Op UWWp [1+ : J QP,I (46)

donde, r, =i (1_ 7, ) -7+ 0,5 Y T, s la tasa de impuestos sobre intereses.

Denote la tasa de rendimiento de las acciones mediante:

dR, = dt+o, dW,  +v, dQ ., 47

donde, W, , es un movimiento Brownianoy Q, , es un proceso de Poisson

con pardmetro de intensidad A, . Por Gltimo, suponga que el consumidor

toma como dada la tasa de rendimiento de los bonos extranjeros, la cual se
supone determinista con:
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db’ =b/dR . =br.dt. (48)

Por otra parte, suponga que el agente paga impuestos sobre la riqueza real de
acuerdo con:

dr, =azrdt+ao, dW,  +av, dQ .,

donde, 7 es el impuesto medio esperado sobre la riqueza. Como antes W_,

y Q. esun proceso de Poisson. Todos los procesos Q,,, Q,, y Q.
son mutuamente no correlacionados.

Suponga, a continuacion, que el consumidor maximiza:

V, <E, {I[u(ct)+v(mt)]e‘§tdt| F, }

sujeto a:
da, c(l+7,) _
— Nm,t rm + Nb,t rb + Nk,t rk + Nb",t rb' 2 dt+th
& a,
1
+(Nm‘t + Nb,t)(1+ v _]}de + Nk,t Vi ko,t -V, sz,t )
P
donde,

th = Nk,to-k de,t _(Nm,t + Nb,t)O-P dWP,1 _Gfdwr,t .
Evidentemente, ahora la condicion de normalizacién es:

1-N, =Ny =N, =N, =0.

m,t

Las condiciones de primer orden para una solucion interior del problema de
maximizacion de utilidad estan dadas por:

L (49)
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5(1-0) 2oV
- PP -5¢=0;
N TN, N 0)
L+, Ao Ve ~5¢=0; (51)
1+(1-N, =N, Jv,
A Vi A,
I, — 0w« +W—5¢—0, (52)
k,t

donde, ¢ es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion de
normalizacion,

Cov (dW,, o W,,, ) =0, it (54)
y
Cov(dW,, g W, ) =&, dt. (55)

Al restar la tercera condicion de la segunda, se determinan los valores
optimos de th para j=m,b,k,b". Observe que al restar la segunda

condicion de la tercera, se obtiene N_ .. Al sustituir la tltima condicion en
la cuarta y tercera condiciones, se obtienen, respectivamente Ny N

, b t”
Por (ltimo, la decision Gptima Nb*t se obtiene de la condicién de

normalizacion.

3. Difusién con saltos y nivel general de precios en el extranjero
estocastico

En esta seccion, se extiende el problema de decision del consumidor racional
bajo condiciones de riesgo, en un marco de economia abierta, para incluir
bonos nominales emitidos en el extranjero (emitidos en délares o euros)®.

® EI modelo de Mundell y Fleming (1960-1963) predice, con base en el aparato
determinista 1S-LM, que la teoria fiscal no es eficaz en una economia abierta con un tipo
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Esto requiere de algunas modificaciones con respecto al modelo desarrollado
en la seccién anterior. Se supone ademas que el precio del bien que produce
la economia y el tipo de cambio siguen ambos procesos de difusion con
saltos. De esta manera, la dindmica estocastica del nivel general de precios de
la economia se obtiene de manera endégena.

3.1 Dinamica de precios

Como antes, se supone que el nivel general de precios de la economia, Pt,
satisface la condicion de poder de paridad compra P, = Pt*Et, donde P;" es el

nivel de precios en el extranjero, y E; es el tipo de cambio nominal. Se
supone ademas que P, y E; son conducidos, respectivamente, por los
siguientes procesos:

dr _ .

SE= 4o AW+, dQ (56)
t

y

dE

F‘: edt + o dWg, +v dQg, - (57)

t
donde, los componentes de difusion y saltos son definidos de manera usual.
3.2 Activos disponibles en los mercados financieros

A continuacion se introducen los bonos extranjeros, digamos del resto del
mundo, denominados en moneda extranjera e internacionalmente

comerciables, Bt* . Estos bonos seran denotados en términos reales mediante

b, =E, B:/F’t , entonces la riqueza real del individuo esta dada por:

a =m +h +k +h. (58)

de cambio flotante y un grado elevado de movilidad de capitales. Sin embargo, es
necesario aclarar que el modelo aqui propuesto para el caso de economia abierta no tiene
como proposito discutir los efectos de una politica fiscal expansionista sobre la balanza
comercial, el empleo y el producto, solamente pretende estudiar, bajo un conjunto de
supuestos, las decisiones de consumo y portafolio, de agentes expuestos a situaciones de
riesgo e incertidumbre. Una investigacion sobre los efectos de la politica fiscal en
ambientes estocasticos se puede encontrar en Venegas-Martinez (2006b).
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En este caso, la ecuacién diferencial estocastica del indice de precios
domeéstico satisface:

dar _ M =(z" +e+ O VAt + 0, dW,. + 0 dW,
P (RE) ’ (59)

+v,.dQ,. +vedQg,,

Las tasas reales de rendimiento para el consumidor domeéstico por la tenencia
de dinero, bonos domésticos, acciones y bonos extranjeros estan dadas,
respectivamente, por:

d(M, /P 1
dR,, = W =rdt - o, dW,, + [ el 1de5{
L (60)
+ [1+v - - 1]dQP*1;
p
d(B / P) 1
de,l:W:rbdt_o-PdWP,l + [ +VE - l]dQEl
(61)
+ ( r o 1JdQ ;
1+ . P t!
P
dR,, =rdt + o dWkt + 1,dQ,,; (62)
_dB/R) _
de*‘t - W - rb*dt - O-P*dWP*,t
t t
63
+ LI 1|dQ )
1+Vp* Pt

Las componentes deterministas de los procesos anteriores satisfacen:
_ 2 . 2 _ * *
r.=—z+ok: rb—l(l—ry)—zz+0'P Y r=i (l—Ty)—ﬂ' +a§- En este caso,

Ty s un impuesto que se aplica a la tasa nominal de interés.
3.3 Restriccion presupuestal

La ecuacion diferencial estocastica de acumulacion de la riqueza toma ahora
la forma:
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¢ (1+7)

%:{Nmrm+Nbvtrb+Nkvtrk+Nb*trb*— —T}dterWt

1
+(vat+bel)(m—1deE,l

E

1
1+ Vo

+(Nm+Nm+Nb,t)( —1]dQP,t
+ Nk,thko,t - Vrer,t
donde, las componentes de difusion satisfacen:

dW, = Ny, 0,dW, = (N + N, ) o dW, =N, o AW, —o dW, .

3.4 Condiciones de primer orden

51

(64)

(65)

Las condiciones de primer orden para una solucidn interior del problema de
maximizacion de utilidad sujeto a la ecuacion diferencial estocastica de
acumulacion de la riqueza y a la condicién de normalizacion estan dadas por:

Lo %0
V)™
M+r = —0o,.+ ﬂ'EVE
N, ML (1 Ny + Ny Ve
+ Ao Ve +60;
L+ (1= Ny =Ny =N v
5(1-6)
r=r + ;
b m Nm,t
V
I = Ow A +09;
1+(1= Ny = Ny + Ny 1,
AV
.=-0C + Lr + 0¢.
1+(1= Ny = Ny =Ny v,

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)
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Observe que, como antes, la relacion (66) indica que el consumo es
proporcional al nivel de la riqueza. Las ecuaciones restantes determinan las
proporciones Gptimas de la riqueza que el consumidor racional asignara a los
diferentes activos.

3.5 Decisiones Optimas
A partir de la ecuacion (68), se encuentra, como en el caso en que no hay

bonos extranjeros, que la proporcion, en el portafolio 6ptimo, que se asigna a
la tenencia de saldos monetarios reales esta dada por:

Nn=-

Al restar (69) de (68), y (70) de (69), se obtiene el siguiente sistema no
homogéneo de ecuaciones en las variables Ny y Np»,i:

AV,
BN, +ON, =A—l, ToVe e
‘ I+N v 14N v, 1+(Nkvt+wat)vE (71)

}“kvk /‘LP*VP'
I+ N v 14N v

BNy +G'N,. =A"+ (72)

donde, A 'y B son constantes que dependen de varianzas y covarianzas, y

_ 2
G=0p+0p +0,, =0,

!/
A=r - he+0p +0y, +0,,+0, ,

r— 2
B'=0y +0p + 0 —Opp

2
- o5,

G'=0p+0,,-0,,
Si se denota el total de acciones y bonos extranjeros mediante
=N +N. ¥y x =N/z, = N (Nk,t+wa) es la proporcion de
acciones en Z;, entonces el sistema (71)-(72) puede ser reescrito como:

AeVe

(B—B')xtzt+(G—G’)(1—xt)zt:A—A’+1+ZkVE, (73)
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AV, A.v.
k" k + PP

B'xz +G'(1-x )z, = A'+ .
X2+ G (1-x)z T+xzy, 1+xzv,

(74)

Observe que en virtud de (73), se tiene que x; se puede expresar como
funcion de z;:

xt=®+‘Pl+d) 1 :@zt(l+ztvE)+‘P(l+ztvE)+®, (75)
(14 z) z,(1+zve)
donde,
o GG
B-B—(G-G)
=_A—A'® Y,
G-G'
o=t
G-G'

Si se sustituye (75) en la ecuacion (74), se obtiene:

(B'=G)[(1+2ve)(¥+02,)+0]z, =(A-G7) 7, (1+ ;)

. Aviz 1+ v, )2
(1+2v )1+ ¥ +Oz7,)+ D, (76)

. Av 2 (1+ 2ve )
(1+zve)(1+¥+0z, )+ Dv,.

La ecuacion anterior tiene una raiz real denotada mediante Z . Por lo tanto,

1 1

X=0+¥<+® (77)
Zz

A

i(1+2ve)

A A

A partir de las definiciones de Z y X, se sigue que Nk=XI y

Ny :(1_)()2, respectivamente. El portafolio dptimo es completamente
determinado por:
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OU=0)_§, Ry, 8)

Conclusiones

En esta investigacion, dentro de un marco tedrico consistente, se conjuntaron
varios modelos con diferentes grados de complejidad y realismo que
describen el comportamiento de un consumidor-inversionista, el cual toma
decisiones de consumo y portafolio bajo diversas situaciones de riesgo de
mercado e incertidumbre en la politica fiscal. Vale la pena destacar que en el
marco tedrico desarrollado, el movimiento Browniano y el proceso de
Poisson fueron fundamentales en el modelado de riesgo de mercado y la
incertidumbre en la politica fiscal. Los movimientos pequefios en los
diferentes precios de los activos fueron modelados con difusiones y los saltos
bruscos e inesperados, con procesos de saltos.

Varios modelos disponibles en la literatura especializada fueron circunscritos
y extendidos en marco tedrico que los conjunté y extendié en forma
sistematica, en cuanto a complejidad y realismo. Ademas, este estudio
sistematico, y en particular la seccion 3, arrojd varias conclusiones relevantes
sobre la toma de decisiones en ambientes de riesgo que se presentan
independientemente de si la economia esta abierta o no: 1) El consumo de los
agentes siempre sera proporcional al nivel de la riqueza. 2) Las proporciones
de la riqueza que se asignan a los diferentes activos son cantidades
estacionarias, es decir, son cantidades constantes y, por tanto, independientes
del tiempo. 3) La imposicion futura de un impuesto incierto sobre la riqueza
no afecta las decisiones presentes sobre la tenencia de saldos monetarios
reales.

Es evidente que los resultados obtenidos son consistentes con lo observado
en ambientes de estabilidad macroecondmica, en donde el nivel de volatilidad
se mantiene constante. EI marco teérico propuesto, como cualquier otro, tiene
limitaciones. Una de las caracteristicas mas importantes de los mercados de
activos financieros es que, eventualmente, se presentan saltos repentinos e
inesperados de magnitud extrema en los precios de los activos: auges o
caidas. De hecho, todos los consumidores-inversionistas anhelan un auge de
magnitud extrema. Asi pues, es importante reconocer, de manera explicita, la
ocurrencia de saltos de magnitud extrema en los precios de los activos. Por lo
anterior, es imperativo extender el modelado del riesgo de mercado a
procesos mixtos de difusion con saltos, en donde el tamafio del salto es una
variable aleatoria de valores extremos, ya sea del tipo Weibull o Fréchet, a fin
de alcanzar mayor realismo en el tratamiento de auges y caidas en los
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mercados financieros y en el rebalanceo activo de los portafolios de
inversion; tal y como se ha observado en la crisis mundial actual y, por
supuesto, en la crisis econémica y financiera mexicana, que se agudiz6 a
finales de 2008.

Otra limitacion que tiene el modelo es el supuesto de individuos idénticos en
gustos y dotaciones. En consecuencia, la extensién al caso de agentes
heterogéneos queda pendiente para una investigacion futura. Otra tarea en la
agenda de investigacion consiste en extender el modelo al caso de volatilidad
estocastica, ya que en el presente estudio, el modelo se acoge al supuesto de
volatilidad constante.
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Apéndice A

En este apéndice se establecen, sin demostracion, un par de resultados sobre
la diferencial estocéstica del cociente y la multiplicacién de dos movimientos
geométricos Brownianos. Dadas las ecuaciones diferenciales estocasticas,
homogéneas y lineales,

dX, = X, (uydt +o,dW, ) y dY, =Y, (u,dt+o,dW, )

Donde dW,, dW,, son procesos de Wiener con Cov(dW, ,dW,) = p,, dt,
entonces las diferenciales estocasticas del cociente X, /Y, y del producto

X.Y, satisfacen, respectivamente, a:

X X
d(Y_:jZT:[(ﬂx _:uv"'o'\?_o'xv)dt"'o'xdwx _O'vde:| (A1)
y
d(X.Y) = XY, [ (4 + 1ty + 0y ) dt+ o AW, + 0, AW, | (A.2)
Apéndice B

En este apéndice, se determinan las condiciones de primer orden para una
solucion interior del siguiente problema de control 6ptimo estocastico:

max {T[elog +(1-9) Iog( ey )} e‘(*dt} , (B.1)

CosNin g Np ¢ Nt

sujeto a:

¢ (1+
dia‘:Nmtrm+thrb+thrk_M_i
a, : : .

(B.2)
+Nk,xo_kdwk,x _(Nm,t + Nb,t)o—PdWP,t - O_rdWr,t;

y

I-Np =Ny =N =0, (B.3)
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donde I, 7, Tor Tys 7,y las correspondientes varianzas y covarianzas son

tomadas como dadas. En este caso, la condicion de Hamilton-Jacobi-
Bellman (H-J-B), para la programacién dindmica en tiempo continuo, esta
dada por:

max H(c(le‘t’Nb,l’Nkvt;a[)E

€ Nin s Np ¢ Nice

max {elog(ct)+(1—9)|09(Nm,[a()—5\/ (a)

CsNin s Np ¢ Nice

+atV’(at){Nm,lrm+Nb‘trb+Nk,lrk—@—?} ©4)

12V ()] (N + N, ) 03 + N2 o+
_Z(Nm,t + Nb,t) Nk,tO—P,k +2(Nm,t + Nb,t)o—Pr _2Nk,to_k,z]

+¢(1 Nm,t - Nb,t - Nk,t)} =0

donde ¢ es el multiplicador de Lagrange asociado con la condicion de

normalizacion, V (&, )e™™ es la funcion de utilidad indirecta del

consumidor y V’(at)e"St es la variable de co-estado. La condicion H-J-B

evaluada en el maximo, es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo
ordenen V (at) . Con el propésito de resolver dicha ecuacion diferencial, se

postula la funcién V (@, ) bajo la forma: V (a,) = 4, + /3, log(a,)
En consecuencia,

max  H(c, N, N, Ny ;a )=

CNim s Np 0 Nigy

max {Hlog(ct)+(l—9) log(N,,.a,) =5 5, + 5 log(a,) ]

Ce:Nin g Np ¢ Nice

c (1+
+ﬂ1|:Nm,trm + N1, + Ny 1 _%_?}

2
1 2 2 2 2
+Eﬁ1|:(Nm,t+Nb,t) O-P+Nk,to—k +o,

(B.5)

_2(Nm,[ + Nb,t) Nk,tUP,k + 2(Nm,t + Nb,t)o-Pr _2Nk,tak,r]

+¢(1_ Npe = Npe =N, )} =0



60 Ensayos

Por lo tanto, las condiciones necesarias para un maximo son:

oH 6 1+
oM _0_A+rz). (B.6)
oc, ¢ &
oH 1-0
0= =24 41, —(Ny + Ny, )02 + Ny (O — 0, |4 (B.7)
aNm,t Nm,t
oH
0=_3-=4 [5,—(Np + Ny ) o2+ N, (O — 00, |~ (B.8)
b,t
oH
0=-=4 (1= N&? +(Np + Ny ) on + 03, |6 (B.9)
k.t
oH
0:6_¢:1_(Nm’t +N, +N,,). (B.10)

Falta sélo determinar los coeficientes S, y [, definidos en V (at) a

saber, Ct, Nm, Nbu y N« dados en la condicién de H-J-B, se obtiene que:

0=(1-6B)log(a,)+6log(8)+(1-6)log(1-0)
—9|og[ﬁ1(1+rc)]—(1—6')|og[/ili(1+ry)]—aﬁ0
+8, |:(N\m + Nm)(—ﬂ+0§)
mb[i(ury)—ms]mkm—ét(lajfc)_,} (B.12)
44| (R s R 02 4 N 07 -2( N 00 iy

12(Ro o), ~2Ricy, |

lo cual implica B =1/8 y
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,=Z10g(6)+ (1—69).0g(19)§,0g(1+fcj(1_a)logr(1+fy)}

0
5 g d d
g 7Z'+O';)+N\b[i(1+fy)_”+o-§:|+/N\krk_?:| (B.12)

~

(%
/N\ N ot +N2o} + o’ *Z(N\m-F,N\b))N\kO'Pk.

,17
2 5?2

2(No+Rs ) o, —2ﬁkak,r}

Apéndice C

En este apéndice se establece sin demostracion,® un par de resultados sobre
la diferencial estocéstica del cociente y la multiplicacién de dos movimientos
geométricos Brownianos.

Dadas las ecuaciones diferenciales estocasticas, homogéneas y lineales,

dX, = X, (uydt+ o, dW, +v,dQ, ) Y  dY, =Y, (s dt+o,dW, +v,dQ,)

donde, dQ, y dQ, son procesos de Poisson no correlacionados; dw, ,

dw, son procesos de Wiener con Cov(dW, ,dW, ) = p,, dt;y los procesos
de Wiener son no correlacionados con los procesos de Poisson, entonces, las
diferenciales estocasticas del cociente X,/Y, y del producto XY,
satisfacen, respectivamente,

(ux -, + 07 —GXY)dt+GXdWX —-o,dW,
X X
d[r]-r . 1)
Yo ) Yo+, dQ, + 1 -1]dQ,
+

Yy

y

d(X\Y) = XY, [ (s + 1y +0yy )dt+ 0 AW, + 0, AW, +v,,dQ, +1,dQ, |. (C.2)

® Gihman and Skorohod (1972).
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Apéndice D

A continuacion, se determinan las condiciones de primer orden para una
solucién interior del problema de maximizacién de utilidad total del
consumidor:

T N {I[Q'Og +(1-6)log(N mta[)]e"stdt}’ (D.1)
0
sujeto a:

1
dia[ _|:Nm.trm + Ny b + Ny _M_T:|
& C
Jr':Nk,ta-kdvvk,t _( Nm,: + Nb,t)GPdWP,I _O-rdWr,t:' (DZ)

1
+|:( N+ N, )(M _1]dQP,: + N, 1 dQ,, _Vrer,t:|

y

1-N, —N,, —N,, =0, (D3)

m,t

donde 1, 7, Ter Ty 7,y las correspondientes varianzas y covarianzas

son tomadas como dadas. La ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman (H-J-B)
para el problema de control 6ptimo estocéstico, planteado en (D.1)-(D.3),
esta dada por:

max H(CI’NmI’NbI’NkI‘aI)E

€Nt Np ¢ Nicg

Lo max {0Iog(ct)+(1—0)log(Nmytat)—é\/(ey)
JratV’(a,){valrm + Ny 1+ N L —C‘(la:rr':)—r}
+3aV () Ny + Ny, ) 02 + NE 07 07

(D.4)
_Z(Nm‘t + Nb,t) Ny Ok +2(Nm‘t + Nb‘I)UPz _2Nk,lo-k,7:|

e v

+A [V (at (1+ Ny Vi )) -V (a!):|
+A, |:V (31 (l_‘/r)) -V (a[):| +¢(1_ Npo = Np =Ny, )} =0
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donde ¢ es el multiplicador de Lagrange, asociado a la restriccion de
normalizacion (D.3); V (at)e“st es la funcion de utilidad indirecta del

agente, y V'(a[)e*
evaluada en el méximo se transforma en una ecuacion diferencial ordinaria

ot - -z
es la variable de co-estado. La ecuacion de H-J-B

de segundo orden, en V (at)y se postula como candidato de solucién a la

funcion V (a,) = B, + /3, log(a, ) . En consecuencia,

max H(CtYNm,t'Nb,t'Nk,t;aI)E

€Nt Np e Nic e

max {HIog(ct)+(1—6’)Iog(vatat)—d[ﬂ0 +,log(a,) ]

N ¢ Np g Nice

c (1+
+ﬂl |:Nm,trm + Nb,trb + Nk,trk _%_f}

_%A[(Nm‘t+Nb‘t)z O-;J"Nkz,tgkz"'o-rz (D-5)
_Z(Nm,t + Nb,t) Nk,tGPk +2(Nm‘l + Nb‘t)GPr _2Nk,tak,rj|

Ve

+APH%GfWW+Nm) }ﬂ“mﬁ+MyO+LbﬁLwJ

1+v,

+¢(1- N, =Ny =N, )} =0.

Por lo tanto, las condiciones necesarias de méximo estan dadas por:

o H _0 B(l+z).

e (D.6)
0 oH :1—9
aNm,t Nm‘t
AV, ®.7)
+8B, |:rm,t _(Nm,t + Nb,[)gg + N Tp = O, _1+(17 Nr:,[ i Nb,[)VP :|_¢§
_oH
ON,,
(D.8)

AoV

1+(1NmytNm)VJ_¢;

=ﬁ1|:rb_(Nm,t + Nb,I)O-FZ’ + N Opy =0, —
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r.—N,o2+(N,, +N,, )o
oH Kk~ NkeOx ( 1 b.l) P

0= = -4 .
oN, , B, +o, + AV ¢ (D.9)
: 1+(1—Nm— No ) Vi

_H_

0=2" 2
o¢

17(Nm,l7Nb,t+Nk,t)‘ (DlO)

Sélo falta determinar los coeficientes S, y [, que estan definidos en

V(&) Después de sustituir los valores optimos Ct, Nm, Nb y Nkenla
condicién H-J-B, se obtiene:

0=(1-58)log(a,)+8log(8)+(1-6)log(1-0)
~0log[ 4, (1+7,)]-(1- 9)|og[ﬁ1i (1+ ry)]—éﬁo
+B |:(’N\m + ﬁh)(—ﬁ+o§)+ N (1+7,)+ N, —c‘(l;ﬂ—r}

o~ —~ 2 —~ — N
-1 1[(Nm+Nb) o +N{op + 07 =2(Nu + No ) Nuor, (D.11)

+2(ﬁm + N\b)O'Pz _Zﬁkak‘f}

Ve

+5, {/1,, Iog[l—(ﬁm + Nb)l+v

J+/1k Iog(1+ Nkvk)+ﬁ, Iog(l—vr)}

p

lo cual implicaque 3, =1/ y

1 1-6 12 1+ 1+,
,60—glog(e)+%Iog(l—9)—?0@3[%]—(1—9)&09{( 5 )}

_§+%[(ﬁm+ﬁb)(—7z+o—§)+Nb|(1+ry)+ﬁkrk—?}

_%%[(/N\m+l/\l\b)zas+Nk20k2+0'f—2(f\|\m+/N\b)/N\kGPk. (D.12)

+i{ip Iog[l—(ﬁm + Nb)ll/” )+/1k Iog(1+ ﬁkvk)+/1, Iog(l—v,)}

+Vp



